
XIX Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Ïåðâûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé. Ðåøåíèÿ.

1. Íàçîâåì ðàññòàíîâêó èç óñëîâèÿ õîðîøåé. Äîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü pk òîãî, ÷òî ðàññòàíîâêà õîðîøàÿ, ðàâíà 2k

(k+1)! .
Èíäóêöèÿ ïî k. Ïðè k = 1 òàê. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî n äîëæíî ñòîÿòü â ïîñëåäíåì ñòîëáöå, âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà
k
n = 2

k+1 . Ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîñëåäíåì ñòîëáöå íà ïðåäûäóùèå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íîå íàøåé çàäà÷å óñëîâèå, òîëüêî
÷èñëà íå îò 1 äî k(k − 1)/2, à êàêèå ïîëó÷èòñÿ. Íî ýòî î÷åâèäíî íå âàæíî. Òàê ÷òî pk = 2

k+1 · pk−1, ÷òî è íóæíî.
2. Ïóñòü O - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AC è BD. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè 4ABQ è 4AQF . Ïðèìåíèì ê êàæäîìó èç íèõ

òåîðåìó ñèíóñîâ. Ïîëó÷è, ÷òî sin ∠BAQ
BQ = sin ∠ABQ

AQ ; sin ∠FAQ
FQ = sin ∠AFQ

AQ

Ó÷èòûâàÿ ÷òî BQ = FQ ïîëó÷àåì: sin ∠FAQ
sin ∠BAQ = sin ∠AFQ

sin ∠ABQ Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ∠AFQ = ∠AFE + ∠EFB + ∠BFQ =
∠ABO + ∠EFB + ∠BAO = ∠EFB + ∠AOD. È ∠ABQ = ∠ABD − ∠FBD + ∠FBQ = ∠ABO − ∠FBD + ∠BAO =
∠AOD −∠FBD. Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷êè P ïîëó÷àåì: sin ∠FAP

sin ∠BAP = sin ∠ADP
sin ∠AEP À òàêæå ∠ADP = ∠AOB −∠EDB, è ∠AEP =

∠AOB + ∠FED. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∠EDB = ∠EFB è ∠FED = ∠FBD, èìååì ∠ADP + ∠AFQ = π è ∠AEP + ∠ABQ = π.
Îòñþäà sin ∠FAQ

sin ∠BAQ = sin ∠FAP
sin ∠BAP À çíà÷èò òî÷êè A, P , Q ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

3. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, ïîëó÷àåì:
(

a

1 + b2c
+

b

1 + c2d
+

c

1 + d2a
+

d

1 + a2b

)
· (a + b2ca + b + c2db + c + d2ac + d + a2bd

)
> (a + b + c + d)2

Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî (a + b + c + d)2 = 16, à çíà÷èò äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÷òî a + b2ca + b + c2db + c + d2ac + d + a2bd 6 8.
Òî åñòü: b2ca + c2db + d2ac + a2bd 6 4 2ac(b2 +d2)+2bd(c2 +a2) 6 16 Çàìåòèì, ÷òî ïî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà (2ac 6 a2 +c2,
2bd 6 b2 + d2) èìååì

2ac · (b2 + d2) + (a2 + c2) · 2bd ≤ (2ac + a2 + c2)(2bd + b2 + d2) 6 42 = 16,

òàê êàê (a + c)2(b + d)2 6 ((a + c) + (b + d))4/16 = 16.
4. Ïóñòü äèàãîíàëè AD ïåðåñåêàåò BC â òî÷êå L, BL = x, LC = y, BD = DC = z. Ïóñòü òàêæå M � ñåðåäèíà BC.

Òîãäà ML = |x− y|/2. Èìååì ∠BAD = ∠CBD (ýòè îñòðûå óãëû îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå õîðäû), òàê ÷òî 4BAD ∼ 4OBD
ïî äâóì óãëàì è AB/AD = OB/OD = x/z, àíàëîãè÷íî AC/AD = y/z. Òàê ÷òî (x/z)62 + (y/z)2 = 2, z2 = (x2 + y2)/2, èç
òåîðåìû Ïèôàãîðà DM2 = z2 −MC2 = (x2 + y2)/2 − ((x + y)/2)2 = ((x − y)/2)2, òàê ÷òî DM = ML è ïîëó÷àåì îòâåò:
π/4.
5. 1) Ïóñòü c - íå÷åòíîå ñîñòàâíîå è c = pq, p > q > 1. Òîãäà ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

(2a− 1)2 + 8c = k2

8pq = (k − 2a + 1)(k + 2a− 1)

Çàìåòèì, ÷òî k = 2p + q è a = (2p− q + 1)/2 - ïîäõîäÿò. Ê òîìó æå a = p− (q − 1)/2 = c/q − (q − 1) 6 c/3− 1 = (c− 3)/3.
2) Ïóñòü c - íå÷åòíîå ïðîñòîå. È ïóñòü íàøëîñü òàêîå a 6 (c− 3)/3 è k, ÷òî (2a− 1)2 + 8c = k2. Òîãäà

8c = (k − 2a + 1)(k + 2a− 1)

Îäíà èç ñêîáîê ïðàâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà c.
Åñëè (k − 2a + 1) êðàòíî c, òî (k − 2a + 1) > c è (k + 2a − 1) > c + 2. Íî c > 6, òàê êàê (c − 3)/3 > 1. Çíà÷èò

8c < (k − 2a + 1)(k + 2a− 1) (?!).
Åñëè (k + 2a− 1) êðàòíî c, òî (k + 2a− 1) > 2c, è (k− 2a + 1) 6 4 (òàê êàê (k + 2a− 1) è (k− 2a + 1) - îäíîé ÷åòíîñòè).

Çíà÷èò 4a− 2 > 2c− 4, ïîýòîìó a > (c− 1)/2. (?!)
6. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèêè: 4AHaHab è 4ABHa - ïîäîáíû ïî 3 óãëàì. Ïîýòîìó AHab = AH2

a

AB . Àíàëîãè÷íî AHac =
AH2

a

AC è AHad = AH2
a

AD . Çàìåòèì ÷òî, òàê êàê ïëîñêèå óãëû ïðè âåðøèíå A ðàâíû, òî ∠BAHb = ∠CAHc = ∠DAHd. À çíà÷èò
òðåóãîëüíèêè 4ABHb, 4ACHc è 4ADHd ïîäîáíû. Ïîýòîìó:

AHba

AB
=

AHca

AC
=

AHda

DA

òàê êàê AHba, AHca, AHda - â íèõ ñîîòâåòñòâåííûå ýëåìåíòû. Çíà÷èò AHba · AHab = AHca · AHac = AHda · AHad. Íó à
òîãäà òî÷êè Hab, Hac, Had, Hba, Hca, Hda ëåæàò íà îäíîé ñôåðå.
7. Ïîäñòàâèì x = y = 0. Ïîëó÷èì: f(f(0)) = 2f(0) (1). Ïîäñòàâèì x = 0, y = f(0). Ïîëó÷èì: f(0) = f(0) + f(f(f(0))−

f(0)). Äâàæäû ïðèìåíèì (1) è ïîëó÷èì: f(0) = f(0) + f(0), òî åñòü f(0) = 0.
Ïîäñòàâèì x = 0. Ïîëó÷èì: f(−y) = f(f(y)) ∀y ∈ R (2). Ïîäñòàâèì y = f(x). Ïîëó÷èì 0 = f(x) + f(f(f(x)) −

f(−x))+x. Ïîëüçóÿñü (2), ïîëó÷àåì f(x) = −x ∀x ∈ R. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = −x - ïîäõîäèò. Îòâåò: f(x) = −x.
8. Åñëè n7+7 = x2, òî n7+27 = x2+112. Çàìåòèì, ÷òî n íå÷åòíî (ïî ìîäóëþ 4), à òîãäà n7+27 = (n+2)(n6−2n5+· · ·+26).

Âòîðàÿ ñêîáêà äàåò îñòàòîê 3 ïî ìîäóëþ 4, òàê ÷òî èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü p = 4k + 3. Åñëè p 6= 11, òî x2 + 112 íå ìîæåò
äåëèòüñÿ íà p (x2 ≡ −112 ⇒ 1 ≡ x4k+2 ≡ −114k+2 ≡ −1 ïî ìîäóëþ p). Åñëè p = 11, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî x äåëèòñÿ íà 11, à
òîãäà n äàåò îñòàòîê -2 ìîäóëþ 11 (n ≡ n21 = (n7)3 ≡ (−2)21 ≡ −2 ïî ìîäóëþ 11). Íî òîãäà n6 − 2n5 + · · ·+ 27 ≡ 7 · 27 íå
äåëèòñÿ íà 11.
9. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è èíäóêöèåé ïî n. Áàçà äëÿ î÷åâèäíà. Ïåðåõîä (n− 1) → n.



Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f1, f2, . . . , fn ñ ïåðèîäàìè T1, T2, . . . , Tn

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí G(x) = P (x + T1)− P (x). Åãî ñòåïåíü n− 1. Ïðè ýòîì

G(x) =
n∑

i=2

(fi(x + T1)− fi(x))

È êàæäàÿ èç ôóíêöèé hi(x) = fi(x + T1) − fi(x), î÷åâèäíî, èìååò ïåðèîä Ti. Çíà÷èò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1 îêàçàëñÿ
ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû n− 1 ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïðîòèâîðå÷èå.
10. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí. (îáîçíà÷èì åãî çà n). Áàçà äëÿ n = 2 î÷åâèäíà. Ïåðåõîä (n− 1) → n.
Ëåììà: ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà ãàìèëüòîíîâ ïóòåé â ãðàôå íå èçìåíèòñÿ åñëè ðåáðî A → B çàìåíèòü íà B → A.
Äîêàçàòåëüñòâî (äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âåäåòñÿ òîæå ïî èíäóêöèè):
Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî ãàìèëüòîíîâ ïóòü ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðó A → B. Ïóñòü ñëåäóþùåé åãî âåðøèíîé çà B ÿâëÿåòñÿ

âåðøèíà X. Òîãäà ðàññìîòðèì ãðàô GBX - èñõîäíûé áåç âåðøèíû B, â êîòîðîì âîçìîæíî èçìåíåíî îäíî ðåáðî: ðåáðî
ìåæäó A è X íàïðàâëåíî â ñòîðîíó X. Òîãäà êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç A → B → X â èñõîäíîì
ãðàôå, òàêîå æå êàê êîëè÷åñòâî ïóòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç A → X â GBX , à îíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû òàêîå æå
ïî ÷åòíîñòè êàê êîëè÷åñòâî ïóòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ðåáðî AX â ãðàôå GB � èñõîäíîì ãðàôå áåç âåðøèíû B. Åñëè
æå B áûëà ïîñëåäíåé âåðøèíîé ïóòè òî âûêèíóâ åå, ìû ïîëó÷èëè áû ïóòü â GB , êîòîðûé êîí÷àåòñÿ â A. Àíàëîãè÷íî
ðàññìàòðèâàÿ ðåáðî B → A è âåðøèíû Y èç êîòîðûõ ðåáðî âåäåò â B â ãàìèëüòîíîâûõ ïóòÿõ ÷åðåç B → A, ïîëó÷èì ÷òî
êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé ÷åðåç ðåáðî B → A òîé æå ÷åòíîñòè, ÷òî è êîëè÷åñòâî ïóòåé â GB â êîòîðûõ A íà÷àëî,
èëè â êîòîðûõ åñòü ðåáðî Y A, ãäå Y íåêàÿ âåðøèíà èç òåõ êîòîðûå âåäóò â B. Òîãäà ñëîæèâ ýòè äâà êîëè÷åñòâà ïóòåé
ìû ïîëó÷èì, ÷òî ýòà ñóììà òàêàÿ æå ïî ÷åòíîñòè êàê è óäâîåííîå êîëè÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé â GB (óäâîåííîå, òàê
êàê êàæäûé ïóòü ñîäåðæèò äâà ðåáðà ÷åðåç A, ëèáî èìååò A íà÷àëîì èëè êîíöîì). Òàêèì îáðàçîì ñóììà äâóõ óêàçàííûõ
çíà÷åíèé ÷åòíà, à çíà÷èò îíè îäíîé ÷åòíîñòè. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ïðîñòî ïîìåíÿåì âñå ðåáðà òàê ÷òîáû îñòàëñÿ òîëüêî îäèí ãàìèëüòîíîâ ïóòü è ïîëó÷èì, ÷òî â íà÷àëå èõ áûëî
íå÷åòíîå ÷èñëî.

Ïåðâûé òóð. Ëèãà Òàêòèê. Ðåøåíèÿ.
1. ñì. çàäà÷ó èç ëèãè ñòðàòåãèé.
2. Îáîçíà÷èì IB è IC ïðîåêöèè òî÷êè I íà êàòåòû AC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè IIB è IIC � ýòî ðàäèóñû âïèñàííîé

îêðóæíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ðàâíû 1. Òàêæå îáîçíà÷èì ∠ABC = 2β, ∠BCA = 2γ. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê BIIC .
Â íåì ∠IBIC = β,è îí ïðÿìîóãîëüíûé, îòêóäà BI = 1

sin β . Àíàëîãè÷íî èç òðåóãîëüíèêà IDIB ïîëó÷àåì, ÷òî ID = 1
cos β .

Îòêóäà BI · ID = 2
sin 2β . Àíàëîãè÷íî CI · IE = 2

sin 2γ , îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.
3. Îáîçíà÷èì x = 1/a, y = 1/b, z = 1/c, òîãäà xyz = 1, à íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä:

1 +
3

xy + yz + zx
> 6

x + y + z
.

Òàê êàê (x + y + z)2 > 3(xy + yz + zx), òî ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî îöåíèòü êàê:

1 +
3

xy + yz + zx
> 1 +

9
(x + y + z)2

.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâà ïðàâàÿ ÷àñòü, î÷åâèäíî, áîëüøå, ÷åì 6
x+y+z ïî íåðàâåíñòâó A2 + B2 > 2AB.

4. ñì. çàäà÷ó èç ëèãè ñòðàòåãèé.
5. ñì. çàäà÷ó èç ëèãè ñòðàòåãèé.
6. Ïóñòü FA � ïðîåêöèÿ F íà AS. Çàìåòèì, ÷òî SA · SFA = SF 2, òî åñòü êîíñòàíòà äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ðåáåð. Çíà÷èò

èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì â S è ïîäõîäÿùèì êîýôôèöèåíòîì ïåðåâîäèò ABCD â FAFBFCFD, çíà÷èò ýòè òî÷êè òîæå ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.
7. Ðàññìîòðèì äåâÿòü ïîâîðîòîâ ïÿòè êðàñíûõ òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êðàñíàÿ òî÷êà ïÿòü ðàç ïîïàäåò íà ñèíèþ,

çíà÷èò âñåãî áóäåò 25 ïîïàäàíèé. Çíà÷èò â îäíîì èç äåâÿòè ïîëîæåíèé áûëî õîòÿ áû òðè ïîïàäàíèÿ êðàñíûõ òî÷åê íà
ñèíèå, ÷òî è äàåò òðåáóåìûå äâà òðåóãîëüíèêà.
8. a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2) çíà÷èò, ëèáî a + b äåëèòñÿ íà p2, ëèáî a2 − ab + b2 äåëèòñÿ íà p. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû

ïîëó÷èëè òî, ÷òî òðåáîâàëîñü, âî âòîðîì èìååì a2 − ab + b2 = (a + b)2 − 3ab äåëèòñÿ íà p, çíà÷èò 3ab äåëèòñÿ íà p. Òàê
êàê p 6= 3, ñëåäîâàòåëüíî ëèáî a, ëèáî b äåëèòñÿ íà p. Òîãäà îíè îáà äåëÿòñÿ íà p, à, ñëåäîâàòåëüíî, a3 + b3 äåëèòñÿ íà p3.
9. Ïóñòü f(x) = ax2 + bx + c = h1(x) + h2(x), ãäå h1(x) è h2(x) � ýòî ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðèîäàìè t1 è t2

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà f(x+ t1)− f(x) = Ax+B = h2(x+ t1)−h2(x) � ýòî ñ îäíîé ñòîðîíû ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, à ñ äðóãîé
� ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì t2.
10. Ïðîíóìåðóåì òåííèñèñòîâ íîìåðàìè îò 1 äî 10. Ïóñòü 1 âûèãðàë ó 2, 2 âûèãðàë ó 3 è 3 âûèãðàë ó 1, à â îñòàëü-

íûõ ìàò÷àõ ïîëîæèì, ÷òî âûèãðàë òåííèñèñò ñ ìåíüøèì íîìåðîì. Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ òðè òðåáóåìûõ ðàññòàíîâêè:
1, 2, 3, 4, . . . , 9, 10 è äâå ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðèâåäåííîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ïåðâûõ òðåõ òåííèñè-
ñòîâ. Äðóãèõ ñïîñîáîâ íåò, òàê êàê ïîñëåäíèå 7 òåííèñèñòîâ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, à ïåðâûå òðè ìîãóò èìåòü ðîâíî
òðè ïîðÿäêà.


